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y

10000

2000

←1229
1000

200
←168

(x)π
100

←25
20

10

←4
3

2

x
1

 1    2  3 4 5  7  10   20 30 40     100 200 300      1000 2000        10000

部分的な拡大図

 500 緑色の横線は太くて次第に重なって

くる。xが大きい所では複数の横線

の集まりである。

 300
そのためx軸方向の長さは、近辺に

ある素数の間隔を集めた傾向を示し

ている。 200

両対数軸の下では、ほぼ一定の長さ

である。
  1000          2000     3000       5000
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代表的な近似式とその改良式を、10 における値で比較する。n

 小数点第2位未満を切り捨て表示分母に対数がある式

x (x)
lnx

x
 

lnt

1
t

lnk

1

lnk

1-1/2 k

lnk

1-1/2 k-1/2k

10 4 4.34 5.12 6.13 4.60 3.78

100 25 21.71 29.08 29.99 26.55 25.39

1,000 168 144.76 176.56 177.43 170.34 168.98

10,000 1,229 1,085.73 1,245.09 1,245.94 1,230.53 1,229.03

100,000 9,592 8,685.88 9,628.76 9,629.60 9,593.68 9,592.06

1,000,000 78,498 72,382.41 78,626.50 78,627.34 78,538.19 78,536.48

π
ó
ô
õ2

x

d å
k=2

x

å
k=2

x

å
k=2

x

(対数比) 　 対数積分　 (対数和分)　　　改良式1       　 改良式2　

li関数を使用した式と分子に対数のk乗がある式
li(x)= 

lnt

1
t

ó
ô
õ0

x

d
inf= 100

x (x) R(x)= 
k

μ(k)
li(x ) li(x)-

2

1
li( x)

k!k

1
-
(2k)!!2k

1
ln x

10 4 4.56 5.01 3.95

10 25 25.66 27.04 25.64

10 168 168.35 170.86 169.26

10 1,229 1,226.93 1,231.07 1,229.32

10 9,592 9,587.43 9,594.22 9,592.36

10 78,498 78,527.39 78,538.74 78,536.79

10 664,579 664,667.44 664,686.92 664,684.89

10 5,761,455 5,761,551.86 5,761,586.30 5,761,584.21

10 50,847,534 50,847,455.42 50,847,518.00 50,847,515.85

10 455,052,511 455,050,683.30 455,050,799.68 455,050,797.47

10 4,118,054,813 4,118,052,494.63 4,118,052,715.25 4,118,052,713.00

10 37,607,912,018 37,607,910,542.22 37,607,910,967.03 37,607,910,964.73

π å
k=1

∞
1/k å

k=1

inf
k

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10

11

12

リーマン素数計数関数    R(x)の最初の二項　　　計算が簡単な改良式

R(x)はGram級数 1+
k!kζ(k+1)

ln x
 と等しい。改良式は積分やゼータ関数値を使用していない。å

k=1

∞ k
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上記の改良式は展開すると

k!k

1
-
(2k)!!2k

1
ln x

= 
1!1

1
-
2!!2

1
ln x+

2!2

1
-
4!!4

1
ln x+

3!3

1
-
6!!6

1
ln x+

4!4

1
-
8!!8

1
ln x+…

であるが、偶数番目の項を2倍して1を加えると値が殆ど等しい。

å
k=1

∞
k

1 2 3 4

1+2
(2k)!2k

1
-
(4k)!!4k

1
ln x= 1+2

2!2

1
-
4!!4

1
ln x+

4!4

1
-
8!!8

1
ln x+…å

k=1

∞
2k 2 4

x (x) k!k

1
-
(2k)!!2k

1
ln x 1+2

(2k)!2k

1
-
(4k)!!4k

1
ln x

10 4 3.95 3.96

10 25 25.64 25.26

10 168 169.26 168.66

10 1,229 1,229.32 1,228.58

10 9,592 9,592.36 9,591.51

10 78,498 78,536.79 78,535.84

10 664,579 664,684.89 664,683.87

10 5,761,455 5,761,584.21 5,761,583.12

10 50,847,534 50,847,515.85 50,847,514.70

10 455,052,511 455,050,797.47 455,050,796.27

10 4,118,054,813 4,118,052,713.00 4,118,052,711.75

10 37,607,912,018 37,607,910,964.73 37,607,910,963.44

π å
k=1

inf
k å

k=1

inf
2k

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10

11

12

1+2
(2k)!2k

1
-
(4k)!!4k

1
ln x= 1+

(2k)!(2k)

2-2
ln x であり、右辺は以前導いた式に等しい。 å

k=1

∞
2k å

k=1

∞ -2k
2k

http://cosmos.art.coocan.jp/pr/pr31.htm でS(x)とした式である。
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